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摘要

不等式是高中数学的重要组成部分，也是高考与竞赛中的高频考点。基本不等式看似

形式简单，但其变形方式灵活多样，往往是解题的关键所在。本文系统梳理了高中阶

段几种常见基本不等式——包括完全平方不等式、均值不等式（AM-GM）、柯西不等

式、三角不等式与排序不等式——的标准形式与取等条件，并重点讨论它们的变形应用

技巧。通过”1的代换”“凑项凑系数”“分离常数”“换元转化”“与函数结合”等典型方

法的例题分析，揭示基本不等式变形应用的内在规律，为高中数学学习者提供系统的

解题思路与方法参考。
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1. 引言

不等式贯穿于高中数学的各个模块，从函数的定义域与值域、数列的极限，到解析几

何中的距离与范围问题，不等式都扮演着不可或缺的角色。其中，基本不等式由于其

形式简洁、应用广泛，成为了不等式学习中的核心内容。

然而，在实际解题中，直接套用基本不等式的标准形式往往难以奏效，题目通常需要

对已知条件进行适当的变形，使之满足基本不等式的使用条件。这种”变形”能力正是

许多学生感到困难的地方。



本文旨在系统总结高中常见基本不等式的变形方法，通过典型例题展示各种变形技巧

的应用场景与操作步骤，帮助读者建立起”条件—变形—应用”的解题思维链。

2. 几种常见基本不等式

2.1 完全平方不等式

完全平方不等式是最基本的不等式，其形式为：

其中 ，当且仅当  时取等号。

推论：由 (1) 可得 ，即 。

完全平方不等式的本质是 ，它是所有不等式的基础。

2.2 均值不等式（AM-GM）

对于正实数 ，算术平均数不小于几何平均数：

当且仅当  时取等号。

高中阶段最常用的是二元和三元形式：

二元：

三元：

均值不等式的使用需满足”一正、二定、三相等”三个条件。

2.3 柯西不等式

柯西不等式的标准形式为：

a2 + b2 ≥ 2ab (1)

a, b ∈ R a = b

(a + b)2 ≥ 4ab ab ≤ ( a+b
2 )

2

(a − b)2 ≥ 0

a1, a2, … , an

a1 + a2 + ⋯ + an

n
≥ n√a1a2 ⋯ an (2)

a1 = a2 = ⋯ = an

a+b
2 ≥ √ab (a, b > 0)

a+b+c
3 ≥ 3√abc (a, b, c > 0)



当且仅当 （ ）时取等号。

二元形式： 。

柯西不等式的核心思想是”平方和的乘积不小于乘积和的平方”，在处理含平方项与交

叉项的问题时极为有效。

2.4 三角不等式

对于任意实数 ：

右侧当且仅当 （取加号）或 （取减号）时取等号。

三角不等式在处理含绝对值的最值与证明问题中有着重要应用。

2.5 排序不等式

设 ， ，则：

即”逆序和  乱序和  顺序和”。

排序不等式在处理多变量对称不等式与比较大小时有独特优势。

3. 基本不等式的变形技巧

3.1 “1的代换”

“1的代换”是均值不等式中最经典的变形技巧。当已知条件中存在和为定值（如

），而目标式为分式求和时，将目标式乘以”1”（即已知条件的和），展

(a2
1 + a2

2 + ⋯ + a2
n)(b2

1 + b2
2 + ⋯ + b2

n) ≥ (a1b1 + a2b2 + ⋯ + anbn)2 (3)

a1

b1
= a2

b2
= ⋯ = an

bn
bi ≠ 0

(a2 + b2)(c2 + d2) ≥ (ac + bd)2

a, b

|a| − |b| ≤ |a ± b| ≤ |a| + |b| (4)

ab ≥ 0 ab ≤ 0

a1 ≤ a2 ≤ ⋯ ≤ an b1 ≤ b2 ≤ ⋯ ≤ bn

n

∑
i=1

aibn+1−i ≤
n

∑
i=1

aibji ≤
n

∑
i=1

aibi (5)

≤ ≤

a + b = 1



开后即可使用均值不等式。

例题 1：已知 ，且 ，求  的最小值。

解：

当且仅当 ，即 ，结合  得  时取等号。

故最小值为 。

点评：本题的关键在于将  这个”1”乘到目标式上，构造出可用均值不等式

的  形式。

3.2 凑项与凑系数

当目标式与基本不等式的形式存在差异时，通过添加或拆分项、调整系数，使之满

足”和为定值”或”积为定值”的条件。

例题 2：已知 ，求函数  的最小值。

解：令 ，由  知 。

当且仅当 ，即 ， ，  时取等号。

故最小值为 。

a > 0, b > 0 a + b = 1 1
a

+ 4
b

1

a
+

4

b
= (

1

a
+

4

b
)(a + b)

= 1 +
b

a
+

4a

b
+ 4

= 5 +
b

a
+

4a

b

≥ 5 + 2√ b

a
⋅

4a

b
= 5 + 2 × 2 = 9

b
a

= 4a
b

b = 2a a + b = 1 a = 1
3 , b = 2

3

9

(a + b)
b
a

+ 4a
b

x > 1
2 f(x) = 4x − 2 + 1

4x−2

t = 4x − 2 x > 1
2 t > 0

f(x) = t +
1

t
≥ 2√t ⋅

1

t
= 2

t = 1
t

t = 1 4x − 2 = 1 x = 3
4

2



点评：本题通过换元将  视为整体，直接使用 。换元本质上是一

种”凑项”，使复杂表达式简化为标准形式。

例题 3：已知 ，求  的最大值。

解：

由  知 ， ，且  为定值。

当且仅当 ，即  时取等号。

故最大值为 。

点评：本题的关键是”凑系数”——将  改写为 ，使  与  的和

为定值 1，从而满足均值不等式的使用条件。

3.3 分离常数

当目标式为分子分母均含变量的分式时，通过分离常数将其转化为”整式 + 分式”的

形式，再使用基本不等式。

例题 4：已知 ，求  的最小值。

解：

4x − 2 t + 1
t

≥ 2

0 < x < 1
3 y = x(1 − 3x)

y = x(1 − 3x) =
1

3
⋅ 3x(1 − 3x)

0 < x < 1
3 3x > 0 1 − 3x > 0 3x + (1 − 3x) = 1

3x(1 − 3x) ≤ ( 3x + 1 − 3x

2
)

2

=
1

4

y ≤
1

3
×

1

4
=

1

12

3x = 1 − 3x x = 1
6

1

12

x 1
3 ⋅ 3x 3x (1 − 3x)

x > −1 y = x2+3x+3
x+1

y =
x2 + 3x + 3

x + 1

=
(x + 1)2 + (x + 1) + 1

x + 1

= (x + 1) + 1 +
1

x + 1



由  知 ，令 ：

当且仅当 ，即 ，  时取等号。

故最小值为 。

点评：分离常数的核心是将分子配凑为含分母的多项式，从而拆分出整式部分。本题

中将  配为 ，是关键步骤。

3.4 柯西不等式的变形应用

柯西不等式的变形极为丰富，常见的有以下几种形式：

变形一（分式型）：

这是柯西不等式最常用的变形，称为”柯西分式不等式”或”Titu引理”。

例题 5：已知 ，且 ，求证：

证明：由柯西分式不等式 (6)：

当且仅当 ，即  时取等号。

故原不等式成立。

变形二（向量型）：

x > −1 x + 1 > 0 t = x + 1 > 0

y = t +
1

t
+ 1 ≥ 2√t ⋅

1

t
+ 1 = 3

t = 1
t

t = 1 x = 0

3

x2 + 3x + 3 (x + 1)2 + (x + 1) + 1

a2
1

b1
+

a2
2

b2
+ ⋯ +

a2
n

bn
≥

(a1 + a2 + ⋯ + an)2

b1 + b2 + ⋯ + bn
(bi > 0) (6)

a, b, c > 0 a + b + c = 1

a2

a + b
+

b2

b + c
+

c2

c + a
≥

1

2

a2

a + b
+

b2

b + c
+

c2

c + a
≥

(a + b + c)2

(a + b) + (b + c) + (c + a)
=

1

2(a + b + c)
=

1

2

a
a+b

= b
b+c

= c
c+a

a = b = c = 1
3

■



设 ， ，则 ，即柯西不等

式的向量形式。

例题 6：求函数  的最大值。

解：函数定义域为 。设 ， ，则：

当且仅当  与  同向，即 ，解得  时取等号。

故最大值为 。

点评：将目标式视为两个向量的内积，利用柯西不等式的向量形式一步到位。关键在

于构造合适的向量，使其中一个向量的模为定值。

3.5 与函数单调性结合

当基本不等式的取等条件不在定义域内时，需结合函数的单调性求解。

例题 7：求函数  在  上的最小值。

分析：由均值不等式， ，取等条件为 。但 ，故等号

取不到，需用单调性。

解： 。当  时， ，故

 在  上单调递增。

故最小值为 。

点评：使用基本不等式求最值时，必须验证取等条件是否在定义域内。若不在，则基

本不等式只能给出下界（不一定能取到），需改用单调性或其他方法。

3.6 多次使用基本不等式

→a = (a1, a2, … , an) →b = (b1, b2, … , bn) |→a ⋅ →b| ≤ |→a| ⋅ |→b|

y = 3√x − 1 + 4√5 − x

[1, 5] →a = (3, 4) →b = (√x − 1, √5 − x)

y = →a ⋅ →b ≤ |→a| ⋅ |→b| = √32 + 42 ⋅√(x − 1) + (5 − x) = 5 × 2 = 10

→a →b
√x−1

3 = √5−x
4 x = 61

25 ∈ [1, 5]

10

f(x) = x + 1
x

x ∈ [2, +∞)

x + 1
x

≥ 2 x = 1 1 ∉ [2, +∞)

f ′(x) = 1 − 1
x2 x ≥ 2 f ′(x) = 1 − 1

x2 ≥ 1 − 1
4 = 3

4 > 0

f(x) [2, +∞)

f(x)min = f(2) = 2 +
1

2
=

5

2

5

2



某些复杂问题需要多次使用基本不等式，此时需特别注意各次取等条件的一致性。

例题 8：已知 ，求  的最小值，其中 。

解：

由 ， ，即 。

令 ，则 。

 对  恒成立，故  在  上单调递减。

当且仅当  时取等号。

故最小值为 。

点评：本题先展开化简，再利用  消元，将问题转化为单变量函数。注意

此处不能直接对  使用均值不等式（取等条件  超出范围），需结

合单调性。

4. 综合应用

4.1 证明不等式

a, b > 0 (a + 1
a
) (b + 1

b
) a + b = 1

(a +
1

a
)(b +

1

b
) = ab +

a

b
+

b

a
+

1

ab

= ab +
1

ab
+

a2 + b2

ab

= ab +
1

ab
+

(a + b)2 − 2ab

ab

= ab +
1

ab
+

1

ab
− 2

= ab +
2

ab
− 2

a + b = 1 ab ≤ ( a+b
2 )

2
= 1

4 0 < ab ≤ 1
4

t = ab ∈ (0, 1
4 ] g(t) = t + 2

t
− 2

g′(t) = 1 − 2
t2 < 0 t ∈ (0, 1

4 ] g(t) (0, 1
4 ]

g(t)min = g( 1

4
) =

1

4
+ 8 − 2 =

25

4

a = b = 1
2

25

4

a + b = 1

ab + 2
ab

ab = √2



例题 9：已知 ，求证：

（Nesbitt 不等式）

证明：方法一（柯西分式不等式）：

又 ，故：

当且仅当  时取等号。

方法二（排序不等式）：不妨设 ，则 ，即

。

由排序不等式，顺序和最大：

三式相加：

化简即得 。

4.2 求参数范围

a, b, c > 0

a

b + c
+

b

c + a
+

c

a + b
≥

3

2

a

b + c
+

b

c + a
+

c

a + b
=

a2

a(b + c)
+

b2

b(c + a)
+

c2

c(a + b)
≥

(a + b + c)2

2(ab + bc + ca

(a + b + c)2 ≥ 3(ab + bc + ca)

(a + b + c)2

2(ab + bc + ca)
≥

3(ab + bc + ca)

2(ab + bc + ca)
=

3

2

a = b = c ■

a ≥ b ≥ c > 0 b + c ≤ c + a ≤ a + b

1
b+c

≥ 1
c+a

≥ 1
a+b

S =
a

b + c
+

b

c + a
+

c

a + b

S ≥
b

b + c
+

c

c + a
+

a

a + b

S ≥
c

b + c
+

a

c + a
+

b

a + b

3S ≥
a + b + c

b + c
+

a + b + c

c + a
+

a + b + c

a + b
− 3 + 3

S ≥ 3
2 ■



例题 10：已知不等式  对一切  恒成立，求实数  的取

值范围。

解：当  时，  在  时趋于 ，不满足条件。

当  时，由均值不等式：

当且仅当  时取等号。

要使不等式恒成立，需 ，即 ， 。

故  的取值范围为 。

5. 变形技巧总结

通过以上例题分析，可将基本不等式变形应用的常用技巧总结如下：

技巧 适用场景 关键操作

1的代换 已知和为定值，目标为分式和 乘以”1”后展开

凑项 目标式与标准形式差常数项 加减常数项配凑

凑系数 积不为定值，需调整系数 乘除常数使和/积为定值

分离常数 分子分母均含变量的分式 分子配凑为含分母的多项式

换元 表达式复杂，含重复结构 令重复部分为新变量

柯西变形 含平方和与乘积和 构造柯西形式（分式型/向量型）

单调性结合 取等条件不在定义域内 求导判断单调性，取端点值

多次使用 复杂多变量问题 逐步化简，注意取等条件一致性

x + a
x

≥ 4 x ∈ (0, +∞) a

a ≤ 0 x + a
x

x → 0+ −∞

a > 0

x +
a

x
≥ 2√x ⋅

a

x
= 2√a

x = √a

2√a ≥ 4 √a ≥ 2 a ≥ 4

a [4, +∞)



解题思维链：

1. 审题：明确已知条件与目标式，判断变量范围

2. 选式：根据目标式结构选择合适的基本不等式

3. 变形：运用上述技巧将目标式转化为标准形式

4. 验证：检查”一正二定三相等”，确认取等条件可达

5. 结论：给出最值或证明结论

6. 注意事项

1. 取等条件：使用基本不等式求最值时，必须验证等号能否取到。若取等条件不在

定义域内，需改用单调性等方法。

2. 多次使用：多次使用基本不等式时，各次取等条件必须一致，否则最终等号无法

同时取到。

3. 符号问题：均值不等式要求变量为正，若变量为负，需先取绝对值或换元。

4. 定值条件：均值不等式要求”和为定值”或”积为定值”，变形的核心就是构造定

值。

5. 柯西的方向：柯西不等式给出的是下界（平方和乘积  乘积和平方），注意目

标式的方向是否匹配。

7. 结论

基本不等式的变形应用是高中数学不等式模块的核心能力。本文系统讨论了完全平方

不等式、均值不等式、柯西不等式、三角不等式与排序不等式的标准形式，并通过典

型例题展示了”1的代换”“凑项凑系数”“分离常数”“换元”“柯西变形”“单调性结合”

等变形技巧的应用。

掌握基本不等式变形应用的关键在于：一是熟悉各种基本不等式的形式与取等条件，

二是积累变形技巧并能根据题目特征灵活选用，三是养成验证取等条件的良好习惯。

通过大量练习与总结归纳，读者定能熟练掌握基本不等式的变形应用，在高中数学学

习与考试中得心应手。
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